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Cze$é teoretyczna

Podaj precyzyjne definicje i doktadne sformulowania nastepujacych pojec i

twierdzen (wystepujace w nich oznaczenia prosze tez zdefiniowad):

6
7.
8
9

Zasada wlaczen i wytaczen.
Liczba Stirlinga II rodzaju — definicja kombinatoryczna i wzor rekurencyjny.

Liczba Catalana — precyzyjnie opisany przyklad interpretacji kombinato-
rycznej i wzor rekurencyjny.

Wzér na liczbe rozwiazan réwnania x1 + ... + 2, = n, gdzie n,k > 1, w
liczbach naturalnych dodatnich.

Lemat Burnside’a, podajacy wzér na liczbe orbit danej grupy przeksztalcen
skonczonego zbioru.

Graf FEulera i twierdzenie o charakteryzacji graféw Eulera.

Drzewo i twierdzenie Cayleya (o liczbie pewnych drzew).

. Wzor Eulera, dotyczacy graféw planarnych.

Liczba chromatyczna grafu.

10. Skojarzenie pelne w grafie dwudzielnym i twierdzenie Halla.
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Cze$é zadaniowa

Zadanie 1. Udowodnij, znajdujac interpretacje kombinatoryczna, ze dla do-
wolnych liczb naturalnych n, k > 1 zachodzi tozsamosé

s e

gdzie [}] oznacza liczbe Stirlinga I rodzaju, czyli liczbe permutacji zbioru [n] =
{1,...,n} o dokladnie k cyklach.

Zadanie 2. ZnajdZ wzoér (moze by¢ w postaci sumy) wyrazajacy, dla ustalonych

liczb naturalnych m,n > 1, liczbe wszystkich ciagéw (X71,. .., X,,) dlugosci m

podzbioréw zbioru [n] = {1,...,n} takich, ze |J X; = [n] i kazdy ze zbioréw
i=1

Xi,...,X,, ma nieparzysta liczbe elementow.

Zadanie 3. Dwa przystajace czworosciany foremne sklejono podstawami.

Na ile geometrycznie réznych sposobéw (uwzgledniamy wylacznie obroty)
mozna pomalowaé $ciany otrzymanej bryly (kazda jednym kolorem), majac do
dyspozycji 7 koloréw?

Zadanie 4. Udowodnij, ze kazdy graf G = (V,E) o n > 2 wierzcholkach,
ktorego kazde dwa niesasiadujace wierzchotki u,v € V spelniaja warunek

du) +d(v) =2n—1,

jest spéjny.

Zadanie 5. Dany jest graf G = (V, E), o zbiorze wierzcholkéw V = P ({1, 2, 3,4})
i zbiorze krawedzi

E={{A,B}: A,BC{1,2,3,4} AN|[AA B| =1},

gdzie AA B = (A\ B)U (B \ A) jest réznica symetryczng zbioréw A i B.

Ile jest w grafie G tras (Ag, 41,...A,,) dlugosci n > 4 o poczatku w wierz-
chotku Ag = {1,2,3,4} i koficu w wierzchotku A, = () takich, ze A; # 0 dla
kazdego i < n (inne wierzcholki, poza koncowym, moga sie powtarzacé)?

Wskazoéwka: na jakims etapie rozwiazania warto osobno rozwazy¢ przypadki,
gdy n jest liczba nieparzysta i gdy n jest liczba parzysta; w szczegélnosci moz-
na (choé nie jest to jedyna mozliwosé) uwzglednié te przypadki juz na etapie
tworzenia odpowiedniego ukladu réwnan rekurencyjnych.

Prosimy o napisanie rozwigzania kazdego zadania na oddzielnej,
czytelnie podpisanej kartce.



